MATURA Teme VR z resitvami

1. dolociti potencéno mnozico dane kon¢éne mnozice in njeno moc;
Zapisite potencéno mnoZico mnoZice A = {&, <, 0, &}

Poten¢na mnozica je mnozica vseh podmnozic dane mnozice. Njena
mo¢ (moc¢ je Stevilo elementov v mnozici, v tem primeru so elementi
potencne mnozice podmnozice dane mnozice) je enaka 2", kjer je
n stevilo elementov dane mnozice. Poten¢no mnozico sestavimo
tako, da kot njene elemente nastejemo naslednje podmnozice: {
prazna, vse s po enim elementom, vse s po dvema elementoma,
vse s po tremi elementi, --- vse s po n — 1 elementi, sama dana
mnozica }. Ker vrstni red elementov v mnoZici ni pomemben, je
vseh podmnozic: 14+(n nad 1)+(n nad 2)+- - -+(n—1 nad n)+1 =
(1+1)" = 2" V binomskem izreku smo uporabili a = b = 1).

2. sestaviti funkcijo iz dveh funkcij;

Dani sta funkciji f(z) = 2x — 1 in g(x) = i—ji Zapisite funkciji
(f 0 g)(=) ter (go f)(x).
Tu gre za sestavo ali kompozitium dveh funkcij. (f o g)(x) =
flo(@) = fz1) =205 — 1= 433

2c—1)—1 Tr— xr—
(90 N@) = g(f(2) = 922 — 1) = Gy = 22 = =
Pri doloc¢itvi definicijskega obmocja moramo upostevati obe defi-
nicijski obmodji, odlocilno je definicijsko obmodje funkcije f(x))
(oziroma desne funkcije): narisemo si skico!

Dani sta funkciji f(x) = €* in g(x) = —2%. Zapisite (in narisite)
fjo (fog)(x)

(fog)(z) = fg(x)) = f(-2°) ="
Kompozitum funkcij ni komutativen! Seveda lahko pois¢emo tudi
(f o F)(x) = f(f(z)).

Se to: f1(f(x)) = x ter f(f'(2)) = x oziroma opisno: e upora-
bimo na spremenljivke x najprej funkcijo, nato pa inverzno funkcijo,
dobimo z. Primer: e™* =z, Ine® =z
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3. Ce je znan graf funkcije f, narisati grafe funkcij f(kz), f(|z|) in
f(kx +b).
Dana je f-ja: f(x) = 2* — 5x + 6. Narisite: f(2x), f(z + 2),

Graf fukcije f(kz) dobimo tako, da prvotno funkcijo raztegnemo s

faktorjem k v smeri osi x. (Dober primer: sinx, sin 2z, sin %x)

f(Jz]) je soda funkcija. Ohranimo graf pri pozitivnih x in ga pre-
zrcalimo Cez os y. Lahko pa tudi vstavimo |x| v funkcijo in uposte-
vamo dva primera: pri pozitivnih in pri negativnih x.

Funkcijo f(kx + b) obi¢ajno najlaZe nariSemo tako, da ji poiscemo
nicle, zacetno vrednost in Se kaksno tocko ter seveda upostevamo
graf osnovne funkcije. Pazimo, ker k 0z. —k ni premik. Ce hoemo
ugotoviti premik, moramo funkcijo zapisati v obliki: f(k(z + 2)).
Premik je %

Gornji primer pa lahko tudi najprej razvijemo in potem narisemo:

f(z)=2* 52 +6
f(22) = 42*—102+6, flz+2) = 2%~ f(2r—1) = 42*—142+12

2> —5x+6, x>0

_ 2 _
flel) = 2" =5le] + 6 {x2+5x+6, z <0
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4. narisati grafe preprostih sestavljenih funkcij;
Narisite grafe funkcij: f(z) =3z — 1, g(x) =In (3 — 2z), h(z) =
(sinz — 1)? r(z) = Vsinz, s(z) = In(cosz), t(z) = sin®x — 3,

u(x) = V4 —2?

5. poiskati inverzno funkcijo grafi¢no in, kadar je mogoce, analitic¢no,
Poiscite inverzno funkcijo k funkcijam: f(z) = 5(x —1)7, g(x) =
3.2 14 3 in h(z) = 2L fHz) = 1z + 1 g z) =

g
slogo(35) +1)  hl(z) =55

6. uporabljati Evklidov algoritem za iskanje najvecjega skupnega de-
litelja,
Z Evklidovim algoritmom poiséite D(435,1760). [Odg: 5 |
1760 = 4 - 435 + 20
435 =21-20+ 15
20=1-15+5
15=3-5
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Al sta stevilt On — 7 in 4n — 3 tujpi si Stevili za poljuben n € N.

[Odg. Dal

In—7=2(4n—-3)+n—1
dn—-3=4n—-1)+1
n—1=1(n—-1)
Ker je zadnji od ni¢ razlicen ostanek enak 1, je njun najvecji skupni

delitelj enak 1, torej sta si stevili 9n — 7 ter 4n — 3 tuji za vsak
n € N.

. s popolno indukcijo dokazati preproste matematicne trditve;
Dokazite, da je 1zraz 4" + 15n — 1 deljiv 2 9 za n € N.

n=1 9|18
n—n+1 4" +15n — 1 =9k
4" 15(n41)—1 = 4-4"+15n+14 = 4(4"+15n—1)—3-15n+18 =
=4-9k —45n + 18 = 9(k — 5n + 2), q.e.d.

. razstaviti: a®"T! 4+ 0"+ (n € N),
Razstavite: a” — 1, a® + 32b°, 2% — 64¢°, 215 + 1.

. z uporabo izrekov o pravokotnem trikotniku konstruirati daljico z
dolzino /n, (n € N),

Narisite daljice dolge a) /6, b) \/7, ¢) V/5 a, kjer je a poljubna
daljica.

V6 = /2 -3 Uporabimo visinski izrek: nariemo odsek by = 2 in
odsek a; = 3, razpolovimo daljico a; + by ter nariSemo polkrog. Na
stiku aq in b; nariSemo pravokotnico, ...



10.

11.

12.

izracunati ali oceniti absolutno in relativno napako priblizka,
Dani sta priblizni vrednosti: a = 5.1+0.2 ter b = 7.54+0.3. Ocenite
a+b,a—b,a-bter

v kompleksni ravnini ponazoriti mnozico tock, ki ustrezajo danim
pogojem,
V kompleksni ravnini narisite mnozico kompleksnih stevil, ki ustre-
zajo pogojem: a) Re z+1Im z=—-2,0)1 < |2] <3, ¢) ((Im z =
—2)A\(|z| =4)) ¢)Z—2z = —8i,2-Z =25 [Ody: ¢) zy = 3+4i, 29 =
—3 +4if

Pri vseh nalogah uporabimo nastavek z = z+yi. a) x4y = —2

V kompleksni ravnini( x je realna os, y je imaginarna os) narisemo
premico x +y = —2. Resitev so torej vsa kompleksna stevila, ki
le7Zijo na tej premici, jih je neskon¢no, so oblike z = z + (=2 — y)i.

b) 1< ya?2+y><3 1 < 2% + y? < 9 Resitev so vsa komple-
ksna tevila v kolobarju (notranja meja ni vsteta, zunanja je viteta)

¢) (y = —=2) A (22 + y* = 16) Dobimo presek kroZnice in
premice, torej tocki A(2v/3,—2) ter B(—2v/3, —2) oziroma kom-
pleksni Stevili z; = 2v/3 — 20 ter 2z = —2v/3 — 21

(@4
~—

r—yi—x—yi = —8i, (x +yi)(z —yi) =25
—ouyi =8, 2 +y*=25
Iz prve enacbe dobimo y = 4, nato pa Se iz druge xr = 3. ReSitvi

sta: 21 = 3+ 41 ter 29 = —3 + 4u.

uporabljati lastnosti trikotnika pri zahtevnejsih konstrukcijah,
Narigite trikotnik s podatki: a) c,v.,t., b) ¢,v,v. ¢) a : b= 3:
4,7 =60°t, = 2cm, d) a+ b+ c = ldem, a = 60°, 3 = 45°



13.

14.

a) ¢, v, t. Nariemo ¢, na razdalji v, vzporednico k ¢, iz razpolovi-
S¢a ¢ odmerimo t., - - -

b) ¢,v,v. Uporabimo izrek o sredis¢nem in obodnem kotu: nari-
Semo ¢, nariSemo simetralo stranice ¢, v oglis¢éu A nariSemo kot
90" — 7 (kot ASB je namre¢ sredis¢ni in velik 27), tako dobimo
srediSce ocrtane kroznice, ki jo nariSemo, na razdalji v. nariSemo
vzporednico k ¢, - - -

¢c)a:b=3:4,v=60"t. = 2cm, Uporabimo podobnost: nari-
Semo podobni trikotnik s stranicama @’ = 3 in V' = 4 ter kotom
v = 60°. Temu trikotniku nariemo ¢’ in na njeni nosilki odmerimo
t. = 2cm. Se vzporednica k ¢ in trikotnik je nacrtan.

d) Pomagamo si skico. Trikotniku narisemo nosilko stranice ¢, v A
nariSemo stranico b (in tocko A’), v B pa stranico a (in tocko B’).
Izrac¢unamo, da v trikotniku A'B’C' meri kot pri A’ ravno §, kot pri
B’ pa je enak g Trikotnik konstruiramo tako, da nariSemo daljico
dolgo a + b+ c. V levem oglis¢u narisemo kot 5, v desnem pa kot
g. Se simetrali stranic A'C' ter B'C', pa dobimo trikotnik ABC.

uporabljati izreke o pravokotnem trikotniku,
a) ap = 2,b; =18 b) a = 136,v = 120 [Odg.: a) a = 2v/10,b =
6v10,v =6 b) a3 = 64,b; = 225,b = 255, v = 120|

Pri tocki a) smo uporabili viginski izrek v2 = a1b;.

uporabljati lastnosti paralelograma, trapeza in deltoida pri zahtev-
nejsih konstrukeijah,

Narigite: a) paralelogram: o = 120°,e = 2.5,v, = 2, b) trapez:
a=9b=4c=5d=05, c)deltoid: e =4,f =T7,a =5 ¢
Trapez: a,c,e, f

a) Paralelogram: o 4+ § = 180° V tem primeru ni nujno, da to
uporbimo!
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b) Trapez: nariSemo vzporednico skozi C' k stranici d ter naértamo
trikotnik s stranicami: a — ¢, b in d, ter ga dopolnimo do trapeza!

¢) Trapez: Diagonalo f vzporedno premaknemo skozi C' in nari-
Semo trikotnik a +c¢, e, f - -

konstruirati tangenti na kroznico iz poljubne zunanje tocke,

uporabljati Talesov izrek o kotu v polkrogu ter zvezo med obodnim
in sredis¢nim kotom,
Narigite trikotnik:a) t. = 3,b=5,7=90° b) c=6,v, = 5,0, = 4

Kot v polkrogu je vedno pravi kot. Sredis¢ni kot je dvakrat vecji
od obodnega nad istim lokom. Vsi obodni koti nad istim lokom so
skladni.

a) trikotnik je pravokotni, v pravokotnem trikotniku lezi sredisce
o¢rtane kroznice na razpolovis¢u hipotenuze, torej je ¢ = 2t. = 6.
Najprej nariSemo hiptenuzo ¢ in nariSemo ocrtani krog (sredisce v
razpoloviscu ¢ in polmerom 5. Odmerimo b- - -

b) Narisemo hipotenuzo in o¢rtamo kroznico (glejte prejsnjo tocko!).
Iz A odmerimo v, na kroznico, dobimo tocko IV, ki je nozisce viSine
Vg, 17 oglis¢a, B odmerimo vy na kroznico in dobimo tocko M, ki je
nozisce visine vp. Podaljsamo AM ter BN in dobimo C'

Kroznici je vértan stirikotnik, katerega oglisca delijo kroznico v raz-
merju 1 @ 2 : 3 : 4. Izracunajte notranje kote tega Stirikotnika!

[Odg: 90°,54° 90°, 126°/

Dana razmerja so razmerja sredisc¢nih kotov, torej je o+ 20+ 3¢+
4o = 360 Dobimo ¢ = 36°. Naprej gre na dva nacina: Trikotniki,
ki imajo srediS¢e v S in stranico eno izmed stranic Stirikotnika,
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18.

so enakokraki in lahko preracunamo kote ob osnovnicah. Prera-
¢unamo v notranje kote Stuirikotnika. Druga moznost je preko
srediS¢nega in obodnega kota, na primer: ZCDA = %ACSA =
%108O = 54Y. Ostale podobno!

preveriti kolinearnost tock v prostoru,

Ali tocki C(8,—7,1) in (—1,2,5) leZita na premici skozi tocki A(2,—1,3)

in B(—1,2,4)? [ Odg: C da, D ne/

Ker so tocke v trirazseznem prostoru, delamo z vektorji (¢e bi bile v
ravnini, bi lahko zapisali enacbo premice). Vektorja sta kolinearna
(vzporedna), ¢e je b = kd. Tocka C bo lezala na premici skozi A
in B, ¢e bosta vektorja AC in AB kolinearna:

AB =g—7y = (=3,3,1)  AC = (6,—6,—2) = —2(—3,3,1) =
—2AB. Torej: C lezi na premici skozi A in B. Podobno naredimo
za tocko D, za katero pa to ne velja.

uprabiti vektorski ra¢un v geometriji (na primer: dokazovanje vzpo-
rednosti, ra¢unanje presecisc, tezisc¢a trokotnika),

a) V pravokotniku ABCD je tocka N razpolovisce stranice BC, tocka
M pa lezi na stranici AB tako, da je |AM| : |AB| =3 :5. V ka-
ksnem razmerju deli daljica MD daljico AN? [Odg: 6 : 7]

Naj bosta @ = AB in b = AD bazna vektorja. NAj bo tocka T
presecisce daljic AN in M D. Princip reSevanja taksnih nalog je,
da vektor AT izrazimo na dva na¢ina. Ker je razvoj vektorja po
baznih vektorjih en sam, izenac¢imo koeficiente pri obeh izrazih in
dobimo koeficienta razvoja. Torej:

—

AT = mAN = m(a + )zmd’—k%g

—

AT = AM + MT = 2@+ mMD =

Ol W N



3 3 - 3  3n -
F + n( 2 +b) = ( s E )a+n
[zenacimo koeficiente pri enakih baznih vektorjih: n = 2 in m =

2
% — 33” Dobimo m = %. Torej je AT = %AN, kar pomeni, da je

daljica AN razdeljena s tocko T v razmerju 6 : 7.

b) Dani sta tocki A(—2,2,6) in B(3,2,—4). Tocka T lezi na da-
lyici AB tako, da je AT : TB =4 : 1. Dolocite koordinate tocke T.
[Odg: T(2,2,—2)]

OT = AT + 2AB = Py + (i — 71 = (2,2, -2)
Tocka T je torej: T(2,2,—2).

c¢) Dokazite, da so vektorji (0,—3,6), (1,—1,3) in (2,1,0) kompla-

narni!

Vektorji so komplanarni, ¢e lezijo v isti ravnini. To dokaZzemo tako,
da enega izrazimo z drugima dvema. Pri tem dobimo tri enacbe z
dvema neznankama. Iz dveh enacb izracunamo koeficienta. Oreve-
rimo v tretji enac¢bi: Ce tudi tukaj ustrezata enaka koeficienta, so
vektorji komplanarni, sicer ne. Ta preizkus je obvezen! V konkre-
tnem primeru najprej oznac¢imo: a@ = (0, —3,6), b= (1,—-1,3) in
¢ =(2,1,0). Nastavimo:

(2,1,0) =m(0,-3,6) + n(1,—1,3) = (n, —3m — n,6m + 3n)

Dobimo: 2 =n 1=-3m—n, in 0 =6m+3n Resitev
n = 2in m = —1 ustreza vsem trem enac¢bam, zato je ¢ = —a + 20,
torej so vektorji komplanarni (vsi leZijo v isti ravnini).

¢) Izracunajte tezisce trikotnika A(2, —2,4), B(5.0,5), C(—4, —4. 3).
) j ) ) ) ) ) ) ) )

e ntnta
3 ) ’
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d) Tocke A(2,0,—1), B(4,—5,—6) in C(2,1,0) so oglisca triko-
tnika. PokaZite, da je daljica AT pravokotna na ravnino trikotnika
ABC, ce je T(2,3,—4).

AT bo pravokotna na ravnino, ¢e bo pravokotna na dve premlcl
v ravnini oziroma z vektorji: AT mora biti pravokoten na AB in
na vektor AC. To preverimo s skalarnim produktom, ki mora biti
enak 0. AT = (0,—3,3), AB = (2, -5, —5), AC = (0,1,1). Izra-
¢unamo oba skalarna produkta, kista oba enaka 0.

. IzraCunati dolZine stranic, kote in plos¢ino trikotnika v prostoru, ¢e
so dana oglisca,

Tocke A(—6,—8,—1), B(—4,1,1) in C(2,—5,—4) so oglisca tri-
kotnika. a) Izracungte kot . b) Izracunjte dolzini t. in v.. c) Izra-
cunagte ploicino trikotnika! [Odg: a)64°20' b) t, \/@ Ve = %
¢)38.5 ]

AB = (2,9,2) z dolzino /89, AC = (8,3,—-3) z dolzino /82,
CB = (—6,6,5) z dolzino v/97. AB - AC' = 37

AB - AC = |AB||AC| cos «

CoOsS ¥ =

V8982

Razpolovisée daljice AB je tocka R(—5, —1 5,0). Dolzina teziscnice
na stranico ¢ je razdalja med C'in R: t. = d( C R) \/72 24+16 =
chbsina __ |ABHAC|sma .
— > —

g. Ploscino trikotnika dobimo po formuli S’ = <5
38.5. Lahko izrac¢unamo tudi po Heronovi formuli. Visino na stra-
nico ¢ izrazimo iz formule za plos¢ino S = 5, kjer je ¢ = AB =

V89

10



20.

21.

22.

izracunati razdaljo tocke od premice,
Izracunag razdaljo tocke T'(1,1) od premice 5 + 4% =1 [Odg: 1]

Razdaljo toc¢ke od premice izraGunamo po formuli, ki je na matu-
ritetnih formulah. Enacbo premice pa moramo spremeniti v impli-
citno obliko 4x 4+ 3y — 12. V formulo pa vstavimo kordinate dane
tocke.

axy + by —c 4x1+3y1—12‘_|—5
‘/a2_|_b2 ‘/42_1_32 5

poiskati reSitev sistema linearnih enach z ve¢ neznankami,
Resite sistem: 2x—3y+z =11, x+y—u = —5, 3xr —2y+u = 11,
y+z—2u=-7,[0dg: v =1,y=—-2,2=3,u=4]

d(T'p) = | | = | =1

obravnavati in resiti linearno ena¢bo (neenacbo) in sistem dveh
linearnih enacb z dvema neznankama,

Resite sistem dveh neenach: 3(x —1)+2 > 4(z+1) —=5; L <
2v + %

3

15> njun presek

Resitev prve neenacbe je x < 0, druge pa x > —
(ker resujemo sistem) pa je enak: —2; <z <0

Obravnavajte enacbo: a®x + a = x(2a + 15) + 5

a*r —x(2a+15)=5—a
r(a—5)(a+3)=5—a

Obravavamo glede na vrednost parametra a: Prvi¢: a =5 x -
0 = 0 vsak x € R je resitev, Drugi¢: a = —3 r-0=238
Enacba nima regitve, Tretji¢: (a # 5) A (a # —3) T=——5

11



Obravnavajte neenacho: axr +1 < a4+ x

rla—1)<a—1 Pri neenacbi moramo paziti tudi na predznak
delitelja, ker se pri deljenju neenacbe z negativnim Stevilom obrne
znak neenakosti.

Prvié: a =1 x-0<0 nima resitve

Drugic¢: a > 1 x <1

Tretjic: a < 1 x>1

Obravnavajte sistem: 2z +y = 8a, ax +(a+1)y = 6a’ + 4a. [Odg:

Ce je a = —2, je nesteto resitev, ce je a # —2, je x = 2a,y = 4a.

/

Prvo enac¢bo pomnozimo z —a, drugo z 2 in sestejemo obe neenacbi.

Tako dobimo:

y(a +2) = 4a® + 8a

Obravnavamo: Prvi¢: a = —2 Vstavimo v obe enacbi in oba-
krat dobimo enako: enacbo 2x + y = —16. To je enacba premice.
Se pravi, da ima v tem primeru sistem nekoné¢no resitev in sicer vse
tocke na premici 2z + y = —16, to so tocke T'(z, —2x — 16).
Drugi¢: a # —2 y = 4a, r = 2a Za vsak a # —2 je
ena resitev!

Opomba: V splosnem se lahko zgodi Se primer, ko sistem nima
resitve. To je takrta, ko sta dobljeni premici vzporendni (enak
k, razlicen n.). To razberemo tudi tako, da vstavimo konkretni
parameter v obe enacbi in dobimo protislovje (neresljiv sistem).
(Sistem ima lahko eno resitev (tocko), neskonéno resitev (vse tocke
na dobljeni premici) ali ni resljiv.)

12



23. poiskati resitev sistema vec linearnih neenach z dvema neznankama,
Narisite mnoZico reSitev: a) 20 —y+2 > 03z +y —6 < 0,
20 +3y+62>0

-6

b) 22+ <9, y<z,2>-1,9y>-2

13
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24. resiti sistem kvadratnih neenach,

25.

Resite sistem neenach: 11?432 —2 < 0, —22* + 42 +6 < 0 [Ody:
x e (—4,-1)/

Resitev prve neenacbe je —4 < x < —1, druge pa (z < —1)V
(x > 3). Ker morata biti izpolnjeni hkrati obe neenacbi (resujemo
sistem), moramo poiskati presek, ki je —4 < x < —1.

uporabiti kvadratno neenacbo pri resevanju problemov,

Za druZino kvadratnih funkcij f(x) = (m — 3)2? + mx + 1 poiscite
realna Stevila m, za katera bodo grafi pripadajocih funkciy sekali
abscisno os v dveh razlicnih tockah! [Odg: m € (—o0,1) U (3,00)/

Diskriminanta D mora biti pozitivna: D > 0.

3
m2—4(m—1)>0

(m—1)(m—3)>0
Resitev: (m < 1)V (m > 3)

14



26. uporabiti dejstvo, da sta dva polinoma enaka natanko takrat, ko
imata enake koeficiente,
a) Ce polinom p(x) = x° — 32> — 5z delimo z neznanim poli-
nomom q, dobimo kvocient k(x) = x® + 2> — 3z — 4 in ostanek
r(z) = —6x + 4. Dolocite polinom q. [Odg: q(z) = 2* — 2z + 1]

Nastavimo enac¢bo, neznane koeficiente polinomov oznac¢imo s ¢r-
kami, zmnozimo in izenac¢imo koeficiente pri ¢lenih z enako stopnjo:

r® —32% — 5x = (2* + ax + b)(2® + 2% — 32 — 4) + (6 + 4)
1°—3233—52 = 2’4 (a+1)2x* +(a+b—3)z* —(3a—b+4)r* —(4a+3b+6)x—4b-+4
a+1=20 a=—1
a+b—3=-3 b=1
Tudi pri ostalih koeficientih se ujema, torej je ¢(z) = 22 — x + 1.

b) Za kateri eksponent n in za katera koeficienta a in b bo imel
polinom p(z) = (ax +b)"(22% + x — 6) stopnjo 5, vodilni koeficient
—16 in konstantni ¢len —162. [Odg: n = 3,a = —2,b = 3/

Takoj ugotovimo, da je n = 3. Izracunamo in izenac¢imo vodilni
koeficient z —16, prosti pa z —162.
(az + b)*(22° + x — 6) = 2a°2° + - - - — 6b°
20 = —16  a= —2, —6b> =—162 b=3

Pokazite, da je polinom p(x) = x* + 623 + 72% — 62 + 1 popoln
kvadrat. [Odg: p(x) = (2* + 3z — 1)?]

Nastavimo, razvijemo desno stran in izenac¢imo koeficiente:

ot + 62° + T2* — 62 + 1 = (2% + ax + b)?
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2t 4+ 62° 4+ T2? — 62 + 1 = 2 + 2a2® + (a® + 2b)2* + 2abx + b?
6=2a a=3 T=a"+20 b=-1
4 3 2 (2 2
" +62° + 72" —6r+1=("+3z—1)

27. uporabiti bisekcijo za dolocitev realnih nicel,

Pokazite, da ima polinom p(x) = 2° + 2x — 1 realno niclo na
intervalu [0, 1] in da je priblizno xy = 0.486.

b
p(0)=—1, p(1)=2 c= a; ~0.5
b
p(0.5) =0.03125 >0 c=210_ 095
b
p(0.25) = 049 <0 =22 02375
b
p(0.375) = —024 <0 c= % — 0.4375
b
p(0.4375) =<0 c= Q;L — 0.46875
b
p(0.46875) =<0 c= a; — 0.484375
b
p(0.484375) =< 0 ¢ = a; — 0.4921875
b
p(0.4921875) => 0 ¢ = “; — .48828125

28. narisati graf dane racionalne funkcije s posevno asimptoto,
Dana je funkcija f(x) = %. Narigite graf, dolocite ekstreme

ter Dy in Zy. [Odg: Enmin(—2,0), Epnee(—4,—4), Dy = R—{-3},
Z; = (—o00,—4]U[0,00)/, poSevna asimptota je premica y = x + 1
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29. zapisati enacbo vzporedno premaknjene stoznice,
Narigite stoznico: 9x*—5by? —36x—30y—>54 = 0 in zapisite sredisce

ter gorisci. [Odg: S(2,—3), G1(2 — V14, =3), G2(2 + V14, —3)/

¥

-4

-6




30.

31.

32.

iz enacCbe stoznice v premaknjeni legi zapisati koordinate temen,
goris¢ in srediSca, enacbi asimptot hiperbole, premico vodnico pa-
rabole, polosi,
Zapisite enachi asimptot hiperbole x? —y? — 2z +4y —28 = 0 [Ody:
y=x+1,y=—x+3/

(z—17° (y—2° _

- =1
25 25

vvvvv

62—10y—15 = 0. [Odg: v = —%2 N;(0,54+2v/10), N»(0,5—2v/10)/

Enacbo preoblikujemo in dobimo: (y — 5)? = 6(z + % . Teme
je v tocki T(—?,5). Ker je 2p = 6, je p = 3. Enacba vodnice je

r = —§, e je teme parabole v koordinatnem izhodiscu. Sicer pa
moramo upostevati polozaj novega temena, torej je ena¢ba vodnice
= 30 _ 4

— 7273 7 "%
enacbo pogoj r = 0.

Za, presecisce z ordinatno osjo postavimo v

z uvedbo nove neznanke resiti enacbe, v katerih nastopajo ekspo-
nentne funkcije,

Resite enacbo: 3" + 9% =90 [Odg: x = 2]

34 (39" =90  (3)*+3"-90=0

Uvedemo novo neznanko: 3% = t in dobimo enacbo: t? 4 t —
90 = 0, ki jo razstavimo na (¢t + 10)(t — 9) = 0 z resitvama:
t; = —10 3% = —10 ki nima reSitve, in to = 9, od koder sledi:
3*=9inx=2.

uporabiti eksponentno funkcijo pri nalogah o naravni rasti,

V koliko letih se bo prebivalstvo nekega kraja potrojilo, ce je naravni
prirastek 8 promil. [Odg: V priblizno 137 letih 8 mesecih in 27
dneh]/

3a=a(l+ %)  3=1008" n=137.8751127

18



33. preiti z ene osnove logaritma na drugo,
Regite enacbo logs x + logg = + logy; x = 11 [Odg: x = 729/

logs x 4 logg x + logy, v = 11
logsx  loggx _ 11
logs 9 logs27

loggx loggx

=11
2 3

logs x +

logs x +

34. z uvedbo nove neznanke resiti enacbe (neenacbe), v katerih nasto-
pajo logaritmi,

Resite enacbo: a) 2log” x —5logx =3, b) 1—|—120ga: + 5_11)“ —1=0

c) 218% = 10, [Odg:a) 1 = 1000, 75 = 1£00 b) 1 = 1000, x5 = 100
¢) xy = 10,25 = 0.1/

a) Uvedemo novo spremenljivko logz = t in dobimo enac¢bo 2t? —
'575 = 3, ki ima refitvi t; = —% in to = 3. Iz prve dobimo z = \/%’
iz druge pa z = 1000.

b) Uvedemo novo spremenljivko log z = t in dobimo enacbo 1%25 +
ﬁ — 1 =0, ki se poenostavi v ¢ — 5t + 6 = 0 z regitvami ¢; = 3

in t; = 2, od koder sledi x1 = 1000, x5 = 100.

¢) Enac¢bo logaritmiramo z desetigkim logaritmom in dobimo (log z)? =
1. Id tu sledi logz = 1 z resitvijo x = 10 ter logx = —1 7 resitvijo
x =0.1.

Resite neenacbo: a) 0 < loggz < 1 b) log(x +1) < 3 [Odyg: a)
l<x<3,b)x <999/
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35.

36.

37.

a) Pri vseh ¢lenih neenacbe uprabimo eksponentno funkcijo 3*. Ker
je ta naras¢ajoca, se znak neenakosti ne spremeni: 3° < 3987 <
31 l<z<3

b) Delujemo z eksponentno funkcijo 10” 10+ 103
r + 1 < 1000 r <999 . Ker je log(x + 1) definiran pri
x > —1, je koncna, resitev —1 < x < 999.

uporabljati logaritme pri resevanju zahtevnejsih eksponentih enacb,
Resite enacbo: 5221 —2.37 = 3" —2% [Odg: x =log2/log 3/

5 . 22x—1 + 22£C — 31’ _|_ 2 . 3:C+1
2215 +2) =3"(1+2-3)
22$—1 — 3:5

logaritmiramo in dobimo

(2r —1)In2=2x1n3
In2 In 2 In 2

- 2In2 —-1n3 - In4—1n3 - 1n%

X

narisati grafe funkcij f(z) = Atg(wx + ¢), f(z) = Actg(wz + @),
Narisite funkcijo f(x) = tg(§5 — x)

reSiti trigonometrijske enacbe (s substitucijo in z uporabo polovic-
nih kotov);
2tg*r+3cos tax =0 [Odg: v, = 2§+k27r, Ty = —%”+k277; keZl

sin® z 3
2 5— + =0
COS‘T  COSX
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38.

Pomnozimo s cos® z (to lahko, saj tam, kjer je cosz = 0, enacba
ni definirana)
2¢in?z + 3cosz = 0
2cos’r —3cosz —2=0
Uvedemo novo neznanko cosx = t. Enacba 2t2 — 3t — 2 = 0 ima
resitvi t; = 2, ki odpade, ter to = —%, ki da gornje resitve.

Scosx + 12sinx = 13 [Odg: x = 2arctg§ + 2km; k€ Z]

Uvedemo substitucijo: cos z = cos? %—sin2 3, sinx = 2sin3cossy,
cos’£ =1
Enacbo tako preoblikujemo v:
x x x x x x
5(cos® = —sin? =) + 12 - 2sin = cos = = 13(-sin® = 4 cos® =
( 2 2) + 2 2 ( 2 i 2)

Enac¢bo uredimo in delimo s coszg ter dobimo:

9tan2§—12tang—l—4:0

(3tan£ —2)2=0

2
r 2
ta1’1§ = §
T 2
3= arctcmg + kT

xr = 2arctcmg + 2kn, keZ

reSevati zahtevnejSe naloge iz obrestno-obrestnega racuna,
Podjetje bi moralo odplacati dolg v treh enakih zaporednih letnih
obrokih po 250000 SIT, prvi obrok takoj. Namesto tega je dolg po-
ravnalo v Sestih enakih letnih zaporednih obrokih, pruvi obrok cez
pet let. Koliksen je novi obrok (p = 6%, letni pripis obresti. [Odyg:
181862 SIT]
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39.

40.

41.

42.
43.

Narisemo premico. Prvotni obrok 250000 naj bo b, novi obrok pa
a. Izenac¢imo vsa prvotna odplacila z novimi in dobimo enacbo:

or' +or? + br® = ar® + ar' + ar® + ar’* +ar +a
rf—1
-
Od tu lahko Ze izra¢unamo a (vstavimo b = 250000 in r = 1.06)

in dobimo a = 181862SIT. Enacbo pa lahko (&e Zelimo) e malo

. . . . . b7“8
poenostavimo in dobimo: a = -3 -

bri(r* +r4+1) =

dolociti limito danega konvergentnega zaporedja,

it Timn 3413 9 5
Dolocite limito zaporedja: 4,3, 35,17, [5/

racunati z limitami,

Lzracunagte limite: a) lim,, gnﬁgz% b) lim, o v/n(v/n+3 —
Vn)

¢) lim,, (nil) [Odyg: a)—— b) %, c) et

izracunati pogojno verjetnost,

Koliksna je verjetnost, da na dveh kockah v prvem metu vrZemo
Usoto 9 ali - ¢e se to ni zgodilo, v naslednjem metu vsoto 7¢ [Odyg:
% + % 36/

Verjetnostz da posamezen strelec zadene tarco, so po ursti & 5 411
in z. Ko so vsak po enkrat ustrelili proti tarci, je bila ta natanko
enkmt zadeta. Izracunajte verjetnost dogodka, da jo je zadel prui

strelec! [Odg: 1;7_’_6722_,_551/
3

64 643

oo &

izracunati limito funkcije v dani tocki z uporabo pravil,

izracunati enostavne posebne primere limit funkcij,

Izracunajte limite: a) lim,_, % b) lim, o (z(Va?+ 1 —
)) C) llmx_,() t95x C) 11m$—>0 1—;# d) hmx_% cosr—sinx 6) hmx_)5 2—

cos 2z
[0dg: a) =2, b) 1¢)5,8) L d)2e) -k
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44. poiskati tiste x, pri katerih dana funkcija x — f(z) ni zvezna,

Doloci parameter a tako, da bo dana funkcija f(x) zvezna: [Odg:

a=—%

4
Inz?, <1
fla) = { arctgr +a, x>1
Obe funkciji izena¢imo pri z = 1: arctgl +a = Inl Tta=0

45. reSevati ekstremalne probleme,
Katera tocka na paraboli y = x* + x + 2 je najblizja tocki T(1,1)
[Odg.: P(0,2)]
Toc¢ka na paraboli je A(z, 2> +x +2), T(1,1).
d(T,A) =+/(x — 12+ (22 + 2z +2—1)2

d(T,A) = Va2 =2z + 1+ a4 + 22+ 1+ 223 + 222 + 2
d(T, A) = /ot + 223 + 422 + 2

Odvajamo (lahko bi tudi kvadrirali, saj se koordinata z ekstrema
ne bi spremenila!

B Ax® + 622 + 8z
2/ xd + 203 + 422 + 2

Iz d' = 0 sledi 42 4 622 +8x = 0, ki ima edino resitev = 0. Torej
je iskana tocka T(0, 2).

d/

46. z uporabo odvoda oceniti spremembo vrednosti funkcije,
Ocenite vrednost (2.01)3

Uporabimo formulo:

flzr+h) = f(z1) + f(z1)h
fx) =2, fl(x)=32° 21=2, h=dr=001
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f(2)=8, [f(2)=12
(2.01)° =~ 84 12-0.01 = 8.12

47. izracunati odvod implicitno dane funkcije, Zapisite enacbo tangente

48.

49.

na krivuljo 3z + 4y* = 12 v tocki T(1, —3). Izraunamo y = —3

5.
Odvod je enak 6x + S8yy’ = 0 y = —i—; ke = o/ (T) = %
Enacba tangente je: y = %:1: + 2

uporabljati uvedbo nove spremenljivke pri racunanju nedolo¢enega
in doloCenega integrala,

izracunati prostornino rotacijskega telesa.

Lik med krivuljo y® = x—1 in koordinatnima osema zavrtimo okrog
z-0s1. Izracunajte prostornino!

Formula za izracun prostornine telesa, ki jo dobimo z vrtenjem
krivulje okrog x-osi za 360° je:
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ver| ()

V konkretem primeru je funkcija y = /2 — 1, zato je y® =
/@ —1p

o [ TP =

Obicajno je lazje, da najprej posebej izra¢unamo nedoloceni inte-
gral. Ce v doloceni integral vpeljemo novo spremenljivko, moramo
spremeniti meje integriranja. Ce pa posebej izracunamo nedoloceni
integral, potem nadaljujemo 7z racunanjem dolocenega integrala po
spremenljivki x.

J@E=1de =

r—1=t dr=dt

:/(W)dt:/tgdtzgtgzg(x—l)

Nadaljujemo z racunanjem dolo¢enega integrala.

wlot

! 3 ; 3
77/ (/G = 1))z = 7o — DI} = —mo
; 5 5

3

Torej je prostornina enaka V' = =
OPOMBA: kadar zavrtimo okrog kaksne stranice geometrijski lik,
raCunamo prostornino po formulah z aprostornine geometrijskih
teles in ne z integrali. Na primer: zavrtimo trapez (a = 8cm,
b = 5cm, ¢ = 4em, d = 6em okrog stranice a in izrac¢unajmo
prostornino nastalega telesa. Dobljeno telo je valj + dva stozca.
Visina trapeza v je polmer osnovne ploskve valja oziroma obeh
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stozcev. Izra¢unamo jo tako, da izra¢unamo najprej kot o (nare-
dimo vzprednico skozi C' k stranici d in v trikotniku a — ¢, b, d
uporabimo kosinusni izrek. Tako je v = dsin a. Oznacimo Se visini
stozcev s hy in hsy. Tako je:

wv2hy +7r02h2 v v

V = m?
TV Cc+ 3 5
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