POLINOMI IN RACIONALNE FUNKCIJE

. Polinom p(x) = 2x* - 9x> + 10x + 42 ima eno niclo3 +i+/5 . Poi&&i preostale
nicle.
[x, = 3—:\-"".5,3:3 =——]

. Doloci definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in narisi graf funkcije f(x)= 1
X

[D, =R/{-1}.Z, =N/{2}]

x+2
. Doloci definicijsko obmocje in dokazi, da je funkcija f(x)=1In :J_rz liha.
[D, =(-»,-2)u(2,2)]

. Doloéi a in b tako, da bo 1 dvojna ni¢la polinoma  p(x) =ax’ +bx’ —3x+2 in

dolodGi Se preostale nicle. [a=1.b=0,x=-2]
. Resi enacbe :
a.) S 2 . : 6 |ni resitve |

x —1 x + 2 X2+ x -2

3

byx* + x4+ 2x +x+1=0 1_ ioxy, = *i
2 2 ’
. 3 B 2 . ?r
c)sin " x —sin - x =sin x — 1 {? + km.k e Z}
0

d)log *x —3log > x + 2log x = -[1.10 .100 ]

. Dan je polinom p(x) =x*+ax? -2x+b

a.) Zaa =-3in b =6 doloci vse ni¢le polinoma. [3,\-"'51—\-"5]
b.) Doloci a in b tako, da bo polinom p(x) deljiv s polinomom x + 1 , ostanek
pri deljenju z x-2 pa bo enak 15. [a=4,b=-5]

c.) Doloéi a in b tako, da bo 1-3i ni¢la polinoma p(x) in poi$c¢i Se ostale nicle.
[a=4,b=60,x; =—6,x, =1+3i]
. Poisci vse nicle polinoma p(x)=x—6x° +6x> —7x+6 . [1.2.-3.+7]
. Resi neenacbe :

n)%gl ;I:_TE (— 0’?:‘1_2)\._) [_1,3]]

P - 2x7 —4x+8
b.) T — >0 ;[x e(-xw,-2)u(-12)u (2,= )]
x3 — 3x?
c.) R >0 ;[x ce(-2.-1)u (1,2)u [B,cf_- )u {0}]




10. Doloci polinom tretje stopnje z realnimi koeficienti, ce sta dve njegovi nicli -1 in

2i, graf polinoma pa seka ordinatno os v tocki P(0,2). [%f + lJr2 +2x+2]
11.Dokazi, da je polinom p(x) = x* —2x* —5x? + 6x + 9 kvadrat nekega polinoma.
x+1
12.Nariéi graf funkcije f(x) = ﬁ . Doloéi preseci&ée grafa s premico y = 6.
X —aX

5 1
[ﬂ[?\(’}f{zﬁ]l

13.Ali je 3 v zalogi vrednosti realne funkcije realne spremenljivke

xP+2x+7
f(x)= r:iww ? Odgovor utemelji! [ne]
- X

v

14.Dolo¢i ostanek pri deljenju polinoma x*’ —2x" + 4 s polinomom x + 1 . [5]
15.Ce polinom p(x) = x* +ax® +bx+2 deli§ s polinomom g(x) = x> + x —1 dobi$
ostanek r(x) = 3x + 1. Dolo¢i koeficienta a in b ter kvocient.
[a=3,b6=0k(x)=x"+2x—1]



16.

17.

18.

19.

6.

0.

. Dan je polinom p(x) = X - 4X2 + 2X.

a) Izpisi koeficiente in stopnjo za p(x).

b) Izracunaj: (3x +2 )2 - px)=

¢) Deli polinom p(x) s polinomom q(x) = x2 + 1, zapisi koli¢nik in ostanek po
deljenju.

Razstavi polinom na linearne faktorje in izpisi vse nicle:
a) px)= x'-3xt + 2x2
b) q(x)=x3-5x2- x +5

Dan je polinom p(x) = x3- 4x2- 3x + 2.
a) S Hornerjevim algoritmom deli polinom p(x) s polinomom q(x) = x + 3.
Zapidi koli¢nik k(x) in ostanek r(x).
b) Doloc¢i vrednost polinoma v tocki ¢ = -3.

Pokazi, da je Stevilo x; =-1 dvakratna nicla polinoma p(x) =3x3+5x2+x - I.
Uporabi Hornerjev algoritem.
Polinom razstavi in izpisi Se tretjo niclo.

ZapiSi polinom tretje stopnje, ki ima nicle (-2), dvakratno niclo 4 in v tocki 2
vrednost 8.

e . . v . ; 'IJ
Zapisi racionalne nicle polinoma p(x) = 2x"+ 5x2 - x - 6.
Polinom razstavi na linearne faktorje(zapisi v razstavljeni obliki).

Dan je polinom p(x) = 2x3 — 5x% — 2x + 3.

a) S Hornerjevim algoritmom pokazite, da je Stevilo (-1) nicla tega polinoma.

b) Razstavite polinom na linearne faktorje, izpiSite vse nicle in njihove veckratnosti.
c¢) Nacrtajte graf polinoma!

Zapisite polinom tretje stopnje, ki ima eno ni¢lo v ( - 2) in dvojno niclo v 3. Graf
polinoma poteka skozi tocko A( 0, 6 ). Skicirajte graf!

Dana sta polinoma q(x) =x3- x-4 inp(X)=-2x"+ x° -3,

a) IzpiSite koeficiente polinoma p(x).

b) Delite polinom p(x) s polinomom q(x). ZapiSite kolic¢nik in ostanek po deljenju.
¢) Izracunajte: (p(x)-2x2-3)-2q(x) =



10.

11.

12.

14.

15.

16.

17.

18.

Zapisi vse nicle polinoma p(x) = X(X — 3)2(2x + 4)(x + 1/3)%

Dan je polinom p(x) = 2x3 - So.
a) Izpisi koeficiente in stopnjo za p(x).
b) Ali je Stevilo (-5) ni¢la tega polinoma?
Dodatno: Pokazi tudi s Hornerjevim algoritmom.
¢) Deli polinom p(x) s polinomom q(x) = x2 — 2, zapiSi koli¢nik in ostanek po
deljenju.

Razstavi polinom na linearne faktorje in izpisi vse nicle:
d) px)=x2-10x+9
e) q(x)=3x3-2x2-3x+2

.S Hornerjevim algoritmom doloci vrednost polinoma p(x) = 3x3—x2+ 6x - 1 v tocki

c=2.
Zapisi: delitelj q(x). kolicnik k(x) in ostanek r(x).
Zapisi p(x) z izrekom o deljenju.

Pokazi, da sta Stevili X1 = 3/2 in X2 = -2 nicli polinoma p(x) = 2x3 - 3x2 - 8x + 12.
Polinom razstavi in izpisi Se ostale nicle.
(Lahko si pomaga$ s Hornerjevim algoritmom. )

Zapisi vse nicle polinoma p(x) = X(x — 3)2(2x + 4)(x + 1/3)%

Dan je polinom p(x) = 2x3 - So.
f) 1Izpisi koeficiente in stopnjo za p(x).
g) Ali je Stevilo (-5) nicla tega polinoma?
Dodatno: Pokazi tudi s Hornerjevim algoritmom.
h) Deli polinom p(x) s polinomom q(x) = x2 — 2, zapisi koli¢nik in ostanek po
deljenju.

Razstavi polinom na linearne faktorje in izpisi vse nicle:
) px)=x2-10x+9
) qx)=3x3-2x2-3x +2

S Hornerjevim algoritmom doloci vrednost polinoma p(x) = 3x3—x2 + 6x - 1 v tocki
c=2.

Zapisi: delitelj q(x). kolicnik k(x) in ostanek r(x).

Zapisi p(x) z izrekom o deljenju.



19. Pokazi, da sta Stevili X1 = 3/2 in x2 = -2 nicli polinoma p(x) = 2x® — 3x2 - 8x + 12.
Polinom razstavi in izpisi Se ostale nicle.
(Lahko si pomaga$ s Hornerjevim algoritmom.)

20. Zapisi polinom tretje stopnje, ki ima eno niclo v 1 in dvojno ni¢lo v (-2). Graf
polinoma poteka skozi tocko A( -1, 4 ).
Skiciraj in izpisi vse koeficiente polinoma!

21. Dan je polinom p(x) = 3x3 - 2x2 — 3x + 2. Razstavi polinom na linearne faktorje, izpisi
vse nicle in njihove veckratnosti.
Nacrtaj graf polinoma!

By v w 4
22. ReSineenacbo - x" + 16x2 > 0.

23. Doloci preseCiSca polinoma p(x) = x3 + 5x2 + 3x — 9 in kvadratne funkcije
f(x) = x2 + 2x — 3. Skiciraj!

24. Zapisi polinom tretje stopnje, ki ima eno niclo v (- ¥2) in dvojno niclo v 2. Graf
polinoma seka ordinatno os priy = - 8.
Skiciraj!

25. Dan je polinom p(x) = X' = 11x2 + 18,
a) Razstavi polinom na linearne faktorje, izpisi vse nicle in njihove veckratnosti.
b) ZaKkatere vrednosti x velja: p(x)>0?

26. Resienathbo 4x*=5x2-1.

27. Dan je polinom p(x)=x3+ 2x2-4x - 8 in kvadratna funkcija f(x) = x2 - 4.
a) Nacrtaj graf polinoma.
b) V isti koordinatni sistem nacrtaj graf kvadratne funkcije.
c) Doloé¢i presecisca grafov kvadratne funkcije in polinoma.



POLINOMI IN RACIONALNE FUNKCIJE

1. Polinom p(x) = 2x* —9x” + 10x + 42 ima eno nic¢lo 3-2i. Pois¢i preostale nicle.
2x-3

x+1 -

2. Doloc¢i definicijsko obmocje, zalogo vrednosti in narisi graf funkcije f(x) =

3. Doloc¢i definicijsko obmocje in dokazi, da je funkcija f(x) =In > i > liha.

X

4. Dolo¢i a in b tako, da bo 1 dvojna ni¢la polinoma  p(x) = ax’ +bx* —3x+2 in doloéi
Se preostale micCle.

5. Resi enacbe :
3 2 6

a')*c—l_x—i-szg-i-x—Z

byx* +x  +2x? +x+1=0

. 3 - 2 -
c.)sin” x —sin- x = sinx — 1

d)log’ x—3log?x+2logx =10

6. Dan je polinom p(x)=x" +ax’ —2x+h
a.) Zaa=-3 in b= 6 doloci vse ni¢le polinoma.
b.) Doloé¢i a in b tako, da bo polinom p(x) deljiv s polinomom x + 1 , ostanek pri
deljenju z x -2 pabo enak 15.
¢.) Dolo¢i a in b tako, da bo 1-3i ni¢la polinoma p(x) in poisci $e ostale nicle.

7. Pois¢i vse ni¢le polinoma p(x)=x" —6x° +6x° —Tx+6.
8. Resi neenacbe :

-

)x‘—x—l

) —

x+ 2
x'—2x? —4x + 8

b) 3 -~ 2 - >
x +3x" +3x+1
x? - 3x?

c.) 0

ry 2 >
x*" —5x°+4

9. Narisi grafe funkeij :
- 3x°+4

a)f(x) ==

X
b)p(x)=x*"-3x"-4
c)p(x)=x"—x"-x+1

10.Dolo¢i polinom tretje stopnje z realnimi koeficienti, ¢e sta dve njegovi ni¢li -1 in
2i,



graf polinoma pa seka ordinatno os v tocki P(0,2).

11.Dokazi, da je polinom p(x) = x* —2x° —5x* + 6x + 9 kvadrat nekega polinoma.

. N x+1 . . .
12 Narisi graf funkcije /(x) = ﬁ . Doloci presecisce grafa s premicoy =0 .
x° —2x
13.Ali je 3 v zalogi vrednosti realne funkcije realne spremenljivke
X +2x+7
‘f(r) = 2 2
— X

Odgovor utemelji!
14 Dolo¢i ostanek pri deljenju polinoma x>’ —2x" + 4 s polinomom x + 1 .

15.Ce polinom p(x) = x* +ax® +bx +2 deli$ s polinomom ¢(x) = x* + x—1 dobis
ostanek r(x) = 3x + 1. Dolo¢i koeficienta a in b ter kvocient.

RESITVE :

2)D , =R /{-1}4LZ, =% /{2}

3.)Df:(—oc—2:)u (2.% )

4 )Ya =1, = 0,x = -2

5 .a)ni

b)x,, = ;i \;3_?' Xy, = T

d )1.10 ,100

6.a)3,~2,-~2

b)a = 4.b = -5

c)a = 4.b =60 ,x;, = —6,x, =1+ 3i

7)1.2.-3,+i
§.a)xe (- o .—-2)u [-1.3]
b)x e (— 0 __,—2:)u (— 1,2:)u (29“ )

c)xe (-2.-1)u (.2)u 3.0 ) {0}

1
10 ) —x° +
2

1
2
12 .)Tl(ﬁ—_.ﬁ).,fq(l—,ﬁ}
3 2

13 ) ne
14 )5
15 )a =3.b =0.,k(x)=x"+2x —1

x + 2x + 2



POLINOMI IN RACIONALNE FUNKCIIE :

1. Razcepi polinom p(x) = x* — 4x* + 14x* — 20x + 25 na linearne faktorje in poiééi Ze ostale niéle,
¢e ima eno niclox=1-2i.

2. Dolo¢i realno $tevilo a , da bo polinom p(x) = ax’ - x’ - 5x — 2 po deljenju s polinomom
q(x) =x+ 1 dal ostanek 6 . ty

3. Zapisi enacho polinoma 3. stopnje, katerega graf je na sliki.

(e N

1
N \/

4. 4. Narisi graf funkcije f(x) = p(x) = x'=3x’=10x* . Reditev preveri s programom GRAPH.

5. 5. Dologi étevili a in b, da bo polinom p(x) = 4x* + ax®>+ bx’ —6x + 3 imel v 1 dvakratno ni¢lo. Nato
poisci Se ostale nicle.

6. Redienatbe: a)x —6x°+3x+10=0, b) x>+ 2x*—13x+10=0.

7. Dolodi realni $tevili a in b, da bo imel polinom p(x) = x*> —3x* — 8x® + bx? + ax niclix=5

8. Zapisi polinom pete stopnje, ki ima v 0 dvojno niclo, pri 3 ni¢lo prve stopnje in kompleksno niélo — 2
pri 2 pa ima polinom vrednost 48.

X
9. Zapisinicle, pole, enache vseh asimptot in narisi graf funkcije f(x) = 2o
v . v - . v . 23{2— Bx
10. Zapisi nicle, pole, enacbe vseh asimptot in narisi graf funkcije f(x) = 7
11. Zapidi niéle, pol ¢be vseh asimptot in nariéi graf funkcije f(x) = A
. Zapisi niéle, pole, enache vseh asimptot in narisi graf funkcije = —_—
P P P £ : x2-2x+1
. . x%+3x+4 2
12. Redi neenatbo —— < .
x<—4 x—2
3 8 x—9 3x x x—5
13. Redi enacbo a) - = , b) - + =0.
15-x x+3  x2—12x—45 x2-7x+6 2x—2 x—6



RESITVE:

1.p(x) = (x—1- 20 (x = 1 +2i)% X1,=142i,%34=1=2i ; 2. a=-4; 3.p(x)=x—-x'—-4x+4

4__
4, 3+ 5. a='8,b=7, x:g'q,:i?
2__
6.a)x;=-=1, x =2, x3=05
T byx; =1, x, =2, x3 = =5
- : 7.a=-20, b=-6,x; =0, X,5 = +iv2

8.plx) = —%xs +§x"’ — 6x% + 18x?2

9.x=0; x=+3 ,asimptotex=+3, y=0.
Graf narisi s programom GRAPH.

10. x=0, x=3/2; x=2; Asimptotay = 2x+1, x =2.
Pomagaj si s programom Graph.

11. x =42 ; x;, = 1 (sode st.); asimptotex=1,
y=-1.
12. (x<-2)v(0<x<2) , 13.a)x=10 ,b) xy, = +iv10



7

Racionalne funkcije - Vaje

1. Doloéi x, za katere funkcija ni definirana.

(a) f() =2

Resitev: =17

(b) fl2) = =ity

Resitevie =4, 2 =1
Resitev: takega x ni

Resitev:
r=1l,r=-1l,r=1i,r=—1

2. Doloéi pole in stopnje polov naslednjim
funkcijam:

Resitev: x, = 0 . pol 1.stopnje
(b) flz)= 3%
Resitev: x, = 0, pol 2. stopnje
() Flo) = 5ir
Resitev: x, = —1, pol 2. stopnje
(d) f(2) = ooty
Resitev: x, = 1,2, = 2,2, = 3, vsi
so 1. stopnje
() flz) = %

Resitev: x, = 2,x, = —2, oba 1.

stopnje
(6) f(x) = 3

Resitev: z, = 1,2, = —1, oba 2.

stopnje

(g) V katerih polih racionalna funkeija
spremeni predznak?

3. Doloé¢i nicle in stopnje nicel naslednjim

racionalnim funkcijam:

(a) f(x)=1

Resitev: z, = 0, nic¢la 1.stopnje
(b) flz) = —£13

Resitev: z, = 3, nic¢la 1.stopnje

(0) fla)= 55

&I
Resitev: z, = —1, ni¢la 1. stopnje
_ 2
(d) flz)= 5

Resgitev: z, = 0, ni¢la L.stopnje

(e) fle) =

Resitev: x, =0 , nicla
1.stopnje,r, = 1, ni¢la 2.stopnje

+3)2

(f) f(x)= (_::_1)
Resitev: x, = —3 , ni¢la 2.stopnje

(g) V katerih ni¢lah racionalna funkcija
spremeni predznak?

. Resi neenacbe:

(a) 773 = 0

Resiteviz < —3,2 >0
Resitev: 0 <z < 1
Resitev: {}

Resitev: o < -1, > 3

(2+2)(a-+3)
R

Resitev: 4 <z < -3, 0> -2

22 _E
(F) rtsesis >0

>0

Resitev:



5. Izracunaj:

(a)

6. Resi

(a)

(b)

(d)

_x 3
2r—06 2046

.. 3
Re:utev:ﬁf%
1 41 )
—1 + :::—;r + J:2;r

Resitev: —;F"—Q E‘f _99)

NI B |
442z 2z 2r+x
1 1
Resitev:5— =

1 1 1
Py Bl ey Sl g
Resitev: T%gr%g
racionalne enacbhe:

=

3

_3 _5_ _5
2042 2 7 x4+l
Resitev: = = —%
7 2 1
2721 + 121 7 22241
Resitev: —i

3 T r—5 __
.z'g—f;r-i—ﬁ T 2r—2 + r—6 0

Resitev: = = +i\/10

-3 8 r—9
r—15 43 ~ rZ—12r—45

Resitev: x = 10



Graf racionalne funkcije - 1. del

Naloga 1. Zapisi tocke, v katerih graf racionalne funkcije seka abscisno os.

a) flz) = %

b) j(r) = T

o o=t

@) fo) = St
) @) = g ¥

522 — Tz + 10

Naloga 2. Danim funkcijam doloéi ni¢le in pole ter presecisce grafa z ordinatno osjo.
Ni¢lam in polom doloéi Se stopnjo.

) 1) = 5

b) ) = 2

0) f@) = o
d) f(z) = _37171210

e) f(z) = @zxfzwm
f) flz) = %

g) flz)= s

r+5



Resitve:

Naloga 1.

| o
-

a) Ker je ni¢la @ = — 1. stopnje, graf seka abscisno os v tocki T(%,O).

2
b) Ker je nicla = 22 stopnje, graf ne seka abscisne osi.
¢) Ker je niéla = 3 1. stopnje, graf seka abscisno os v tocki 7'(3,0).

d) Ker so nicle zy = 1, 22 = 2, 23 = 3 1. stopnje, graf seka abscisno os v tockah Ty(1,0),
75(2,0) in 75(3,0).

e) Ker je ena nicla 1 = —1 1. stopnje, graf seka abscisno os v tocki 7'(—1,0). Ostali dve
nicli ry3 = 2 sta 2. stopnje, zato tam graf ne seka abscisne osi.

4

Naloga 2.
1
a) Nicel ni. Pol # = —2 je 1. stopnje. Presecisce z ordinatno osjo je tocka A(0, Z)
b) Nicla x = 4 je 1. stopnje. Pol 2 = —5 je 1. stopnje. Presecisce z ordinatno osjo je tocka
4
A(0, 3)
¢) Nicla z = —4 je 1. stopnje. Pola 2y =5 in 22 = 2 sta 1. stopnje. Presecisce z ordinatno

2
osjo je tocka A(0, E)

2 10
d) Nicla = = -3 je 1. stopnje. Pol x = — je 1. stopnje. Presecis¢e z ordinatno osjo je
: 7

tocka A(0, %).

e) Nicla 15 = 0 je 2. stopnje. Polov ni. Presecisce z ordinatno osjo je tocka A(0,0).

f) Nicla x = —2 je 1. stopnje. Pola x; = 0 in @; = 2 sta 1. stopnje. Funkcija ne seka

ordinatne osi.

g) Nicli y = —2 in x5 = 1 sta 1. stopnje. Pol z = —5 je 1. stopnje. Presec¢isce z ordinatno
2

osjo je tocka A(0, —g)



Graf racionalne funkcije - 2. del

Naloga 1. Zapisi enacbe vodoravnih asimptot racionalnih funkeij.

) (o) =
b) f(e) = 1
9 0= e e

Naloga 2. Zapisi presecisce grafa racionalne funkcije in njene posevne asimptote.

48

a) fla) = 2 — 2z
2 4+r—2
b) f(@'):ﬁ
44

D= T

Naloga 3. Danim racionalnim funkcijam doloéi nicle, pole, asimptoto, presecisce z ordi-
natno osjo in narisi graf.

r+3
a) fa) ="
x4+ 4
b I = 1o
1:3

)@= are



Resitve:

Naloga 1. a) y=0 b)y=-1 c¢)y=0 d)-y:—; e)y:é

Naloga 2. a) Asimptota y = x + 2. Presesisée T(—2,0). b) Asimptota y = = — 4.
22 113

Presecisca ni. ¢) Asimptota y = = + 7. Presecisce T(ﬁ’ E)

Naloga 3.

a) |

Nicla z = —3,

b)

2
Ni¢la x = —4, pola x; = 2, z; = 5, asimptota y = 0, A(0, g)

1227

ﬁ* _ﬁ)a

Ni¢la = 0, pola xy = 1, &y = —4, asimptota y = x — 3, presecisce z asimptoto T'(
A(0,0).



